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 صفحه در یتصادف نقاط مجموعه بندیمثلث شبه یبرا یابتکار هایتمیالگور

 **نوراله لیع  1*فروشها نقده نام  *یطاهرخان مهیفه
 تاکستان ،ياسلام آزاد دانشگاه، وتریکامپ يمهندس دانشکده ،کارشناسي ارشد *

 قزويني،اسلام آزاد دانشگاهمهندسي برق و کامپیوتر، دانشکده ،استاديار **

 

 20/06/1392تاريخ پذيرش:    31/03/1392تاريخ دريافت: 

 چکیده

 هندسه در شده مطرح متنوع مسائل براي هاييالگوريتم يافتن

 جزو صفحه در نقاط مجموعه بنديمثلث شبه مسئله جمله از يمحاسبات

 را کامپیوتر علم دانشمندان فکري زمینه تاکنون که است يعلم موضوعات

 نقطه n از ايمجموعه که S بنديمثلث شبه. است داده اختصاص خود به

 اتصال طريق از نقاط مجموعه اين محدب يپوسته افراز است، صفحه در

. گیردمي در بر را نقاط همه که باشدمي مثلثشبه تعدادي به يال چندين

 که است شده بررسي گوناگوني بهینگي معیارهاي بنديمثلث شبه براي

بندي مثلث شبه آن در که بوده هاگوشه و هايال وزن براساس اغلب

 کلي طورهب. باشدمي باز مسائل جزو هايال وزن کمترين با نقاط مجموعه

-شبه تعداد که شودمي اطلاق بنديمثلث شبه به کمینه بنديمثلث شبه

 هاييال کمترين تعداد و مثلث-شبه n-2 دقیقاً آن در شده ايجاد هايمثلث

-مثلث شبه يك رئوس تمامي همچنین باشد، يال 2n-3 آن در نیاز مورد

 وابسته يايزوا تمام نیب در که معني اين به باشند؛مي دارنوك کمینه بندي

 . باشد داشته وجود π از تربزرگ يهيزاو كي رئوس، آن به

 مجموعه بنديمثلث شبه براي جديد ييهاروش ارائه مقاله اين هدف

 اين در را جديدي الگوريتمي تفکرات بتواند تا است صفحه در S نقاط

 محدب پوسته از هاييلايه ايجاد که دهدمي نشان مقاله اين. کند باز زمینه

 به منجر خاص الگوريتم دو با هاآن بنديمثلث شبه و نقاط مجموعه براي

 براي جديد الگوريتمي همچنین. شد خواهد کمینه بنديمثلث شبه تولید

 که دهدمي ارائه شده بنديمثلث شبه حلزوني ساده چندضلعي يك ايجاد

 شامل کاربردي، مهم زمینه دو در تصادفي ساده هايچندضلعي تولید

 ها،الگوريتم نیاز مورد پردازنده زمان ارزيابي و هاالگوريتم عملکرد بررسي

 .باشدمي اهمیت حائز

 مقعر، و محدب رهیزنج محدب، پوسته ،بنديمثلث شبه :واژگان كلید

 .ساده يچندضلع ت،يرو تیقابل

 مقدمه .1

 Pocchiolaتوسط  1993بندي در سال مثلثمثلث و شبهعناوين شبه

-بندي چندضلعيمثلثشبه 1990اند. در اوايل سال مطرح شده Vegterو 

بیان شده  ژئودزيكهاي بنديها در هندسه محاسباتي تحت نام مثلث

[. مسیر ژئودزيك کوتاهترين مسیر بین دو نقطه در يك چندضلعي 1است]

مثلث، يك کند. يك شبهبوده که هیچ يك از اضلاع چندضلعي را قطع نمي

را  هاآنباشد که چندضلعي ساده در صفحه دقیقاً با سه رأس محدب مي

کند. م متصل ميها را به هها، گوشهنامند و سه زنجیره مقعر از يالگوشه مي

يك  𝑆بندي مثلثنقطه در صفحه است شبه 𝑛اي از مجموعه 𝑆فرض کنید 

هايي است که مجموعه مثلثبه شبه  𝑆ي محدب بندي از پوستهتقسیم

 [.2باشد] 𝑆رئوس آن 

و  هاگراف[ نشان داده که بین استحکام 3] Streinu، 2000در سال 

وجود دارد علاوه بر اين او ثابت کرد هاي کمینه ارتباط قوي بنديمثلثشبه

2𝑛داربندي نوكمثلثمورد نیاز در يك شبه يهااليکه تعداد کمینه  − 3   

ها مثلثيال است. همچنین با استفاده از تئوري چند وجهي اويلر، تعداد شبه

𝑛دار بندي کمینه نوكمثلثدر يك شبه − است که به هیچ ساختاري   2

بندي، [. در يك شبه مثلث4از مجموعه نقاط بجز تعداد آن بستگي ندارد]

وجود داشته  𝜋از  تربزرگرأسي که در بین تمام زواياي آن يك زاويه 
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-بندي کمینه نوكشود. تمامي رئوس يك شبه مثلثدار نامیده ميباشد نوك

 [.5-6] باشنددار مي

اي در هندسه محاسباتي مورد ه طور قابل ملاحظهها ببنديمثلثشبه

اند که عمدتاً ناشي از کاربردشان در تئوري استحکام، توجه قرار گرفته

هاي قابل رويت، شعاع ، مجموعههاروباتريزي حرکت بازوي برنامه

-ها ميپرتاب، رديابي تصادم جنبشي و نگهباني کردن از چندضلعي

برخي از خواص ترکیبي و هندسي جالب  [. با توجه به اينکه7-10باشد]

هاي اصلي ها اخیراً کشف شده اما هنوز بسیاري از پرسشبنديمثلثشبه

 [. 2] باقي مانده است هاآنباز در مورد 

نقطه تصادفي  𝑛با  𝑆بندي مجموعه مثلثي شبهدر اين مقاله به مسئله

و در آن دو  اي پرداختههاي محدب لايهدر صفحه با استفاده از پوسته

بندي مثلثشود که منجر به تولید شبهبندي مطرح ميمثلثروش جديد شبه

کمینه خواهد شد. همچنین الگوريتمي جديد براي ايجاد يك چندضلعي 

بندي روي مثلثساده حلزوني ارائه شده است که به طور همزمان نیز شبه

ي در دو هاي ساده تصادفشود. بطورکلي تولید چندضلعيآن انجام مي

 ي مهم کاربردي حائز اهمیت است: زمینه

 هابررسي عملکرد الگوريتم 

 ها. ارزيابي زمان پردازنده مورد نیاز الگوريتم 

تولید اشیاء هندسي تصادفي مورد توجه خاص محققان قرار گرفته 

بندي تصادفي يکنواخت را مورد تولید مثلث Epsteinاست. به عنوان مثال 

 [.11است]مطالعه قرار داده 

,𝑝0نقطه تصادفي  𝑛شامل  𝑆مجموعه  … , 𝑝𝑛−1   در صفحه مفروض

ي تصادفي با توزيع يکنواخت است. هدف ايجاد يك چندضلعي ساده

وجود داشته باشد احتمال تولید همه  𝑆چندضلعي ساده روي  𝑘است )اگر 

1ها با يکديگر يکسان بوده و برابر اين چندضلعي

𝑘
[، به 11-12است( ]  

اي که مجموعه رئوس چندضلعي ايجاد شده شامل همه مجموعه گونه

 شود. بندي ميمثلثباشد که به طور همزمان نیز شبه 𝑆نقاط 

دهیم که نسبت بندي را نیز ارائه ميمثلثدو روش جديد ديگري از شبه

ديد به سه روش ديگر ويژگي خاصي نداشته و فقط به عنوان الگوريتمي ج

 اند.  بندي مجموعه نقاط تصادفي در صفحه مطرح شدهمثلثبراي شبه

تعاريف  2ادامه مقاله به اين شکل سازماندهي شده است که در بخش 

اي هاي محدب لايهي ايجاد پوستهنحوه 3گردد. در بخش اولیه ارائه مي

بندي مثلثهاي پیشنهادي جهت شبهالگوريتم 4شود. در بخش بیان مي

تحلیل  5شوند. در بخش موعه نقاط تصادفي در صفحه مطرح ميمج

 گیري ارائه خواهد شد.نتیجه 6هاي پیشنهادي و نهايتاً در بخش الگوريتم

 هیاول فیتعار .2
يك مجموعه محدود  لهیبه وسچندضلعي ساده يك سطح محدود شده 

دهند. به ي بسته را تشکیل ميهايي است که يك خم سادهخطاز پاره

،   𝑆روي مجموعه رئوس تصادفي   𝑃تي، يك چندضلعي ساده عبار

-همديگر را قطع نمي 𝑆جز در رئوس  هااليچندضلعي است که در آن 

 کنند.

اي که تمام زواياي داخلي بین رئوس آن چندضلعي به چندضلعي ساده

 𝑆. بنا بر تعريف، مجموعه گويندچندضلعي محدب ميکمتر باشد،   𝜋از 

شود اگر و فقط اگر به ازاي هر دو از نقاط در صفحه محدب نامیده مي

,𝑝نقطه  𝑞 ∈ 𝑆 پاره خط واصل ،𝑝𝑞   کاملاً درون𝑆   واقع شود

( 𝑝𝑞𝑆 )توان نتیجه گرفت که يك چندضلعي با هر نوع . پس مي

 تواند محدب باشد.فرورفتگي نمي

باشد. پوسته مي دبپوسته محپرکاربردترين ساختار در هندسه رباتیك 

چندضلعي  نيترکوچك، (𝐶𝐻(𝑆))در صفحه  𝑆محدب مجموعه نقاط 

تعداد   𝑘 ب(. اگر -2کند )شکل را محصور مي  𝑆است که   𝑃محدب 

شود معرفي مي 𝑙𝑐باشد هر لايه با  𝑆هاي پوسته محدب مجموعه نقاط لايه

(1 ≤ 𝑙𝑐 ≤ 𝑘 , 𝑘 > ، نقاطي از پوسته 𝑆در يك مجموعه از نقاط  .(1

 نقاط رأسيباشد را  𝜋از  ترکوچكزاويه داخلي اکیداً  هاآنمحدب که در 

 نامند.  مي

,𝑝1(𝑥1سه نقطه  𝑦1) ،𝑝2(𝑥2, 𝑦2)  و𝑝3(𝑥3, 𝑦3)  .مفروض هستند

 شود:تعريف مي گونهنيا 𝐴ماتريس 

𝐴 = [

𝑥1 𝑦1 1
𝑥2 𝑦2 1
𝑥3 𝑦3 1

]                                            (1)  

𝑑𝑒𝑡 (𝐴)که  يدر صورت > ( باشد بین سه 𝐴)دترمینان ماتريس   0

𝑑𝑒𝑡 (𝐴)وجود دارد و اگر  ساعتگرديپادرابطه  𝑝1𝑝2𝑝3نقطه  < باشد  0

𝑑𝑒𝑡 (𝐴)وجود دارد و  ساعتگرديبین اين سه نقطه رابطه  = به اين  0

 اند.قطه در يك خط واقع شدهمعني است که سه ن

-هستند اگر پاره قابل رويتدو نقطه در يك چندضلعي نسبت به هم 

خط ديگري از همان مجموعه متقاطع با هیچ پاره هاآنخط واصل بین 

را در نظر بگیريد   𝑙2و   𝑙1نباشد )در حالت خاص دو پوسته محدب 

قطه رأسي به ترتیب دو ن 𝑝2و  𝑝1باشد. فرض کنید  𝑙1درون  𝑙2بطوريکه 

گويیم هرگاه باشند، اين دو نقطه را نسبت به هم قابل رويت مي 𝑙2و  𝑙1در 

خط ديگري از همان مجموعه متقاطع با هیچ پاره هاآنخط واصل بین پاره

 نباشد(.
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,𝑝0فرض کنید  … , 𝑝𝑛−1  رئوس يك چندضلعي ساده𝑃 باشند که مي

اند )شکل هاي ساعت قرار گرفتهاين رئوس در خلاف جهت حرکت عقربه

1 .)δ(𝑝
𝑖
, 𝑝

𝑗
 𝑃از رئوس   𝑝𝑗و  𝑝𝑖را کوتاهترين مسیر بین دو رأس  (

δ(𝑝نامیم. مسیر مي
𝑖
, 𝑝

𝑗
به   𝑝𝑖را زنجیره محدب گويند اگر از رأس   (

 نياگرد باشد در غیر روي مسیر آن حرکت کنیم مسیر راست 𝑝𝑗رأس 

δ(𝑝مسیر  صورت
𝑖
, 𝑝

𝑗
 نامند.جیره مقعر ميرا زن (

 
 ي محدب و مقعرزنجیره -1شکل 

 ايهاي محدب لایهایجاد پوسته .3
در اين بخش به بررسي الگوريتم ايجاد پوسته محدب خواهیم 

پرداخت. جهت ايجاد پوسته محدب مختصات رئوس و ترتیب اتصال 

هاي به يکديگر مورد نیاز است. براي ايجاد پوسته محدب الگوريتم هاآن

استفاده  𝐵متفاوتي وجود دارد که در اين مقاله از الگوريتم گراهام نسخه

شده است. جهت محاسبه پوسته محدب ابتدا بايد نقاط کراني را پیدا کرد 

باشد. ترين نقطه سمت راست يك نقطه کراني ميکه در اين الگوريتم پايین

اسکن  بر اساس الگوريتم .نقطه در صفحه مفروض است 𝑛با  𝑆مجموعه 

 شود: ، مراحل زير طي مي𝐵گراهام نسخه 

ترين نقطه سمت راست را پیدا کرده و اين نقطه را پايین مرحله اول:

𝑝0 نامیم. مي 

شوند. مرتب مي 𝑝0مابقي نقاط بر اساس زاويه حول نقطه  مرحله دوم:

داشته باشند، يعني در يك  𝑝0در صورتي که دو نقطه زاويه يکساني با 

 𝑝0شود که فاصله بیشتري با نقطهاي در نظر گرفته مياشند نقطهراستا ب

,𝑝1دارد. سپس اين نقاط را از … , 𝑝𝑛−1 کرده و با اتصال اين  يگذارنام

اي شکل ايجاد خواهد شد )شکل نقاط به يکديگر يك چندضلعي ستاره

 الف(. -2

( 𝑝1( و نقطه بعد از آن )رأس 𝑝0ترين نقطه )رأس پايین مرحله سوم:

واقع  دارد، قطعاً بر روي پوسته محدب 𝑝0که کمترين زاويه را نسبت به 

در بالاي  𝑝1شوند بطوريکه اند پس اين دو رأس در پشته درج ميشده

، 𝑝2پشته قرار گیرد. سپس دو رأس سر پشته به همراه رأس بعدي )رأس 

اي شکل( بررسي شده و واقع شده بر روي مرز چندضلعي ستاره

شود. اگر زاويه عتگردي يا ساعتگردي اين سه رأس متوالي تعیین ميپادسا

 صورت نياکند در غیر پادساعتگرد بود رأس مورد نظر را در پشته درج مي

گردد. شود و به همین ترتیب الگوريتم تکرار ميعنصر سر پشته حذف مي

در نهايت تمام رئوسي که در پشته قرار دارند همان رئوس واقع شده بر 

 ب(. -2باشند )شکل وي پوسته محدب مير

 
 )الف(

 
 )ب(

 پوسته محدب -اي شکل. بعی ستارهچندضل -الف -2شکل 

 کنیممياکنون نقاط روي اين پوسته محدب را از مجموعه نقاط خارج 

و براي نقاط باقي مانده با انجام مراحل قبل، مجدداً پوسته محدب ايجاد 

کند که به کمتر از سه نقطه برسد پیدا مي شود و اين کار تا زماني ادامهمي

. بدين ترتیب طه و يا دو نقطه باقي مانده باشدبه اين معني که يا يك نق

 شوند.اي ايجاد ميهاي محدب لايهپوسته

بندي مجموعه نقاط مثلثهاي پیشنهادي شبهالگوریتم .4

 تصادفی در صفحه

باشد 𝑀  بلي،ايجاد شده در بخش ق ي محدبهافرض کنید تعداد لايه

𝐿𝑗 ي يعني لايه𝑗 ام که𝑗 = 1, … , 𝑀   است و𝑃𝑖,𝑗  رأس𝑖 ام در لايه

𝑗باشد.ام مي 
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 الگوريتم پیشنهادي بیشترين نقاط قابل رويت. 4.1

رأسي است که بیشترين نقاط قابل  𝑃𝑖,𝑗در اين الگوريتم هر رأس 

-تعدادي از رئوس لايه 𝑃𝑖,𝑗را دارا باشد. هر رأس  𝐿𝑗+1ي رويت از لايه

کند. براساس اين الگوريتم رأسي که بیشترين نقاط را رويت مي 𝐿𝑗+1ي 

-را داشته باشد؛ به عنوان يك گوشه از شبه 𝐿𝑗+1ي قابل رويت از لايه

مثلث انتخاب شده و دو رأس قابل رويتي که کمترين و بیشترين زاويه 

مثلث به اين رأس دارند را به عنوان دو گوشه ديگر شبه قطبي را نسبت

مثلث از رأس هاي مربوطه به عنوان دو ضلع شبهگیريم و يالدرنظر مي

𝑃𝑖,𝑗 شوند. به دو رأس مورد نظر رسم مي 

اين دو رأس قابل  𝐿𝑗+1ي محدب ي مقعري که بر روي لايهزنجیره

مثلث محسوب ضلع سوم شبهکند؛ به عنوان رويت را به يکديگر وصل مي

تکرار   𝐿𝑗ي مانده از لايهشود. اين الگوريتم را براي ديگر رئوس باقيمي

مثلث ي انتهايي ضلع مقعرِ شبهکنیم با اين شرط که نقاط بین دو گوشهمي

بدست آمده در مرحله قبل به عنوان نقاط قابل رويت مرحله بعد درنظر 

 گرفته نشوند.

شود رئوسي که بیش ( مشاهده ميالف -3کل )که در ش طوررهمان

از دو رأس قابل رويت دارند )رئوس قابل رويت بین دو رأسي که 

چین کمترين و بیشترين زاويه قطبي را داشته(؛ با استفاده از خط

 یشترينب  𝑃1رأس   𝐿𝑗ي اند. از بین تمامي رئوس لايهنمايان شده

رويت(؛ بنابراين در اين  نقاط قابل رويت را دارد )چهار نقطه قابل

که کمترين و بیشترين زاويه قطبي  𝑃1مرحله دو رأس قابل رويت 

و مجدداً الگوريتم براي ديگر ب(  -3)شکل را دارند ثابت شده 

شود. در نهايت خروجي الگوريتم مطابق با شکل رئوس تکرار مي

-ها شبهبا اعمال اين الگوريتم بر روي تمامي لايه ( خواهد بود.4)

 شود.بندي مجموعه نقاط داده شده در صفحه ايجاد ميمثلث

 طول نيکوتاهتر. الگوريتم پیشنهادي 4.2

بطور   𝐿𝑗ي از لايه  𝑃𝑖,𝑗براساس اين الگوريتم براي تمامي رئوس 

شود. سپس دو تعیین مي 𝐿𝑗+1ي شان از لايهجداگانه رئوس قابل رويت

اويه قطبي را نسبت به رئوس رأس قابل رويتي که کمترين و بیشترين ز

𝑃𝑖,𝑗  تك دارند درنظر گرفته شده و مجموع فاصله اقلیدوسي بین تك

(. الف-5ل شود )شکشان محاسبه ميو دو رأس قابل رويت  𝑃𝑖,𝑗رئوس

، رأسي که کوتاهترين طول را داشته 𝐿𝑗ي از لايه 𝑃𝑖,𝑗از بین تمامي رئوس 

و دو رأس قابل رويتي مثلث انتخاب شده اي از شبهباشد به عنوان گوشه

که کمترين و بیشترين زاويه قطبي را نسبت به اين رأس دارند را به عنوان 

هاي مربوطه به عنوان دو گیريم و يالمثلث درنظر ميدو گوشه ديگر شبه

 شوند. به دو رأس مورد نظر رسم مي  𝑃𝑖,𝑗مثلث از رأسضلع شبه

 
 )الف(            

 
 )ب(              

 ، در مرحله اول 𝑳𝒋تعیین نقاط قابل رویت براي هر رأس از لایه  -الف -3شکل 

و تعیین مجدد نقاط قابل رویت دیگر  𝑷𝟏ثابت شدن دو رأس قابل رویت  -ب

 𝑳𝒋رئوس از لایه 

 
 خروجی نهایی الگوریتم بیشترین نقاط قابل رویت -4شکل 

الف( مجموع فاصله اقلیدوسي دو دورترين رأس -5براساس شکل )

کمترين مقدار را داشته،   𝐿𝑗ي از لايه  𝑃5قابل رويت نسبت به رأس 

ثابت شده )مطابق با  𝑃5بنابراين در اين مرحله رئوس قابل رويت رأس 



 صفحه در یتصادف نقاط مجموعه بنديمثلث شبه يبرا يابتکار هايتمیالگور

53 

شود. در نهايت ب( و مجدداً الگوريتم براي ديگر رئوس تکرار مي-5شکل 

 :( خواهد بود6گوريتم مطابق با شکل )خروجي ال

 
 )الف(           

 
 )ب(            

در مرحله اول بر  𝑳𝒋تعیین نقاط قابل رویت براي هر رأس از لایه  -الف -5شکل 

و تعیین مجدد  𝑷𝟓 ثابت شدن دو رأس قابل رویت -ب، اساس فاصله اقلیدوسی

 𝑳𝒋نقاط قابل رویت دیگر رئوس از لایه 

 
 كوتاهترین طولخروجی نهایی الگوریتم  -6شکل 

ي مقعري که بر روي در اين الگوريتم نیز همانند الگوريتم قبلي زنجیره

کند؛ اين دو رأس قابل رويت را به يکديگر وصل مي  𝐿𝑗+1ي محدبلايه

شود. اين الگوريتم را مجدداً مثلث محسوب ميبه عنوان ضلع سوم شبه

کنیم با اين شرط که تکرار مي  𝐿𝑗ي مانده از لايهبراي ديگر رئوس باقي

مثلث بدست آمده در مرحله ي انتهايي ضلع مقعرِ شبهنقاط بین دو گوشه

قبل به عنوان نقاط قابل رويت مرحله بعد درنظر گرفته نشوند. با اعمال 

بندي مجموعه نقاط داده شده مثلثها شبهاين الگوريتم بر روي تمامي لايه

اين الگوريتم براساس کوتاهترين  نکهيبه اشود. با توجه ه ايجاد ميدر صفح

بندي مجموعه نقاط با مثلثهاي شبهکند جزو الگوريتمطول عمل مي

 شود.کمترين هزينه درنظر گرفته مي

  داربندي کمینه نوكمثلثشبهپیشنهادي  هايالگوريتم .4.3
، 𝑃𝑖,𝑗براي انجام الگوريتم ابتدا از بین تمام رئوس قابل رويت هر رأس 

دو رأس قابل رويتي که کمترين و بیشترين زاويه قطبي را نسبت به اين 

گردند. بدين رأس دارند به عنوان دو دورترين رأس قابل رويت منظور مي

أس قابل ، دو ر 𝐿𝑗+1نسبت به لايه  𝐿𝑗ترتیب براي تمامي رئوس لايه 

-7شکل ) طورطوهمانهمانرويت وجود خواهد داشت. به عنوان مثال 

، چهار رأس 𝐿𝑗از لايه محدب 𝑝1 الف( نشان داده شده است رأس 

𝑝3, 𝑝2, 𝑝1  و𝑝4  را از لايه محدب𝐿𝑗+1 کند که رويت مي 𝑝1 و𝑝4  به

 ب(.-7شوند )شکلعنوان دو دورترين رأس قابل رويت انتخاب مي

 
 ف()ال

 
 )ب(

دو دورترین رأس  -. ب 𝑳𝒋از لایه  𝒑𝟏رئوس قابل رویت رأس  -الف -7شکل 

  𝒑𝟏قابل رویت رأس 

اي هاي محدب لايهکه بیان شد، تمامي رئوس در پوسته طورهمان

نسبت به لايه بعدي خود دو دورترين رأس قابل رويت دارند. در اين 

بندي بايد يکي از اين دو رأس انتخاب شوند مثلثبخش براي ايجاد شبه
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دو روش جديد براي انتخاب يکي از دو رأس قابل رويت  ادامهکه در 

 .شودبندي مطرح ميمثلثجهت شبه

 گرد انتخاب رئوس قابل رويت ساعت الگوريتم .4.3.1

گرد، از بین دو دورترين در روش انتخاب رئوس قابل رويت ساعت

شود که بین رأس مورد شده، رأسي انتخاب مي رأس قابل رويت تعیین

و دو رأس قابل رويت آن رابطه ساعتگردي برقرار باشد.  𝐿𝑗نظر از لايه 

در نظر گرفته و دو رأس قابل 𝑃𝑖,𝑗 ام را  𝑗بنابراين رأس مورد نظر در لايه 

 𝑃𝑘,𝑗+1 رأس قابل رويت( و نيتركينزد)انديس   𝑃𝑠,𝑗+1رويت را 

نامیم. چرخش از رأس مورد نظر رين رأس قابل رويت( مي)انديس دورت

-ساعت (𝑃𝑖,𝑗𝑃𝑠,𝑗+1𝑃𝑘,𝑗+1)به دو رأس قابل رويت را بررسي کرده اگر 

شود در صورتي که متصل مي  𝑃𝑠,𝑗+1و 𝑃𝑖,𝑗 خط بین گرد باشد پاره

 (𝑃𝑖,𝑗𝑃𝑘,𝑗+1𝑃𝑠,𝑗+1)خط بین گرد باشد پارهساعت𝑃𝑖,𝑗  و 𝑃𝑘,𝑗+1  متصل

گرد شود. با اتصال اين خطوط در هر لايه رئوس قابل رويت ساعتمي

 الف(-8شوند )شکلتولید مي

 
 )الف(

 
 )ب(                               

انتخاب  -. ب 𝑷𝒊,𝒋گرد براي رأس انتخاب رأس قابل رویت ساعت -الف -8شکل 

  𝑷𝒊,𝒋گرد براي رأسرأس قابل رویت پادساعت

 گرد ساعتپادانتخاب رئوس قابل رويت  الگوريتم .4.3.2
گرد، از بین دو دورترين در روش انتخاب رئوس قابل رويت پادساعت

شود که بین رأس مورد رأس قابل رويت تعیین شده، رأسي انتخاب مي

گردي برقرار رويت آن رابطه پادساعت و دو رأس قابل 𝐿𝑗نظر از لايه 

درنظر گرفته و 𝑃𝑖,𝑗 ام را  𝑗باشد. بدين ترتیب که، رأس مورد نظر در لايه 

نامیم. چرخش از رأس مورد مي 𝑃𝑘,𝑗+1و   𝑃𝑠,𝑗+1دو رأس قابل رويت را 

 (𝑃𝑖,𝑗𝑃𝑠,𝑗+1𝑃𝑘,𝑗+1)نظر به دو رأس قابل رويت را بررسي کرده اگر 

شود در صورتي متصل مي 𝑃𝑠,𝑗+1و  𝑃𝑖,𝑗خط بینگرد باشد پارهپادساعت

 𝑃𝑘,𝑗+1و   𝑃𝑖,𝑗خط بین پاره .گرد باشدساعتپاد (𝑃𝑖,𝑗𝑃𝑘,𝑗+1𝑃𝑠,𝑗+1)که 

شود. با اتصال اين خطوط در هر لايه رئوس قابل رويت متصل مي

 ب(.-8شوند )شکلگرد تولید ميپادساعت

از دو روش چنانچه يکي از دو روش مطرح شده و يا ترکیبي 

( را ها، تنها يکي از دو روش استفاده شودبطوريکه براي هر يك از لايه)

هاي محدب مطابق شکل اي اعمال کنیم لايههاي محدب لايهبر روي پوسته

 شوند.بندي ميمثلثشبه 9

 
 دگرپادساعت روش به الگوریتم خروجی -9 شکل

 بندي شدهمثلثايجاد چندضلعي ساده حلزوني شبه الگوريتم .4.4

الگوريتم پیشنهادي شامل دو مرحله است که با اعمال اين دو مرحله 

درپي در نهايت ي پيهامثلثبا ايجاد شبه ،هاي محدببر روي لايه

 شود.بندي شده حاصل ميمثلثچندضلعي حلزوني شکل شبه
 مرحله اول الگوریتم: 

𝑗 -گام اول ← ي ترين لايهي) بیرون 𝐿𝑗را در نظر گرفته و روي  1

 𝑝1,𝑗نقطه شروع انتخاب نموده و آن را  به عنوانمحدب( يك نقطه را 

 نامیم. مي

گرد دو نقطه ديگر را به ترتیب انتخاب در جهت پادساعت -گام دوم

رئوس  به عنواننمايیم. اين سه نقطه را مي يگذارنام  𝑝3,𝑗و 𝑝2,𝑗را  هاآنو 

-را ايجاد مي 𝑝2,𝑗𝑝3,𝑗و  𝑝1,𝑗𝑝2,𝑗هاي خطمثلث درنظر گرفته و پارهشبه

 کنیم.
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 𝑝1,𝑗خط واصل بین دو رأس در اين گام جهت ايجاد پاره -گام سوم

خط مذکور ، پاره 𝐿𝑗+1ي ، در صورت عدم وجود تقاطع با لايه 𝑝3,𝑗و 

به  𝑝1,𝑗اينصورت بايد از رأس  ریدر غالف(، -10شود )شکل رسم مي

-که با اين دو رأس زنجیره مقعر مي 𝐿𝑗+1ي اطي از لايه، نق 𝑝3,𝑗رأس 

مثلث سازند انتخاب و رسم شوند. در اين مرحله از الگوريتم يك شبه

 ب(.-10ايجاد شده است )شکل

 
 )الف(

 
 )ب(

 𝑳𝒋+𝟏تقاطع با لایه  -. ب 𝑳𝒋+𝟏ا لایه عدم تقاطع ب -الف -10شکل 

بعدي بايد موقعیت مکاني رئوس  مثلثبراي ايجاد شبه -گام چهارم

𝑝1,𝑗 ،𝑝2,𝑗  و𝑝3,𝑗  :با درنظر گرفتن شرايط زير تغییر يابند 

 𝑝1,𝑗𝑝3,𝑗خط در صورت تقاطع پاره 𝑝1,𝑗موقعیت مکاني نقطه  الف(

ي مقعر روي زنجیره 𝑝3,𝑗تغییر کرده و به نقطه مجاور رأس  𝐿𝑗+1ي با لايه

 الف(.-11يابد )شکل تغییر مکان مي

فعلي منتقل شده و نقطه   𝑝3,𝑗به موقعیت مکاني رأس   𝑝2,𝑗رأس  ب(

نامیده و   𝑝3,𝑗را رأس   𝐿𝑗ي گرد روي لايهمجاور آن در جهت پادساعت

 ب(.-11الف و -11کنیم )شکل را ايجاد مي 𝑝2,𝑗𝑝3,𝑗خط پاره

 

 
 )الف(

 
 )ب(

لث در صورت وجود تقاطع با لایه تغییر موقعیت مکانی رئوس مث -الف -11شکل 

𝑳𝒋+𝟏تغییر موقعیت مکانی رئوس مثلث در صورت عدم تقاطع با لایه  -. ب𝑳𝒋+𝟏 

 مرحله دوم الگوريتم: 

، در اين مرحله از بین نقاط 𝐿𝑗ي با ملاقات آخرين نقطه روي لايه

که در ايجاد زنجیره مقعر در مرحله اول   𝐿𝑗+1يمانده روي لايهباقي

اند، دورترين نقطه قابل رويت  نسبت به آخرين الگوريتم استفاده نشده

-نامیم و پارهمي 𝑣را پیدا کرده آن را   𝑝3,𝑗يعني رأس 𝐿𝑗ي نقطه روي لايه

به نقطه   𝑝1,𝑗کنیم. همچنین از رأس خط واصل بین آن دو را رسم مي

هاي واصل خطحرکت کرده و به ترتیب پاره 𝐿𝑗+1ي لايه قابل رويت روي

 نمايیم.بین نقاط موجود در اين مسیر را رسم مي

𝑗بعد از اتمام اين دو مرحله، با در نظر گرفتن  ← 𝑗 + ي وارد لايه 1

ي دوم بعدي شده و نقطه مجاور به دورترين نقطه قابل رويت )در مرحله

به عنوان نقطه شروع اين لايه درنظر  گرد رااز الگوريتم( در جهت ساعت

مانده )بجز گیريم و از گام دوم مرحله اول، الگوريتم را با نقاط باقيمي

𝑗دهیم و مراحل را تا دورترين نقطه قابل رويت( در اين لايه، ادامه مي <

𝑀  الف(. بدين ترتیب با تکرار مراحل الگوريتم -12کنیم )شکل تکرار مي

𝑗پیشنهادي تا  < 𝑀  بندي شده ايجاد مثلثچندضلعي ساده حلزوني شبه

 ب(.-12گردد )شکل مي
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 )الف(

 
 )ب(

خروجی الگوریتم ایجاد چندضلعی ساده  -. ب𝑳𝒋+𝟏ورود به لایه  -الف -12شکل 

 بندي شدهمثلثحلزونی شبه

الگوريتم ابتکاري ارائه شده دو برابر تعداد نقاط موجود بر  .1قضیه

 . کندي محدب، چندضلعي ساده تصادفي تولید ميلايهترين روي بیروني

 اثبات.

از آنجايي که نقطه شروع الگوريتم هر يك از نقاط چندضلعي محدب 

تواند باشد و جهت اجرا نیز ساعتگرد يا پادساعتگرد ترين لايه ميبیروني

ي ترين لايهانتخاب گردد، لذا دو برابر تعداد نقاط موجود بر روي بیروني

 چندضلعي ساده تصادفي تولید خواهد شد. محدب،

-مثلثشبه کد مربوط به الگوريتم ايجاد چندضلعي ساده حلزوني شبه

 باشد:زير مي به صورتبندي شده 

 

 اثبات درستي الگوريتم 
هاي محدب براي هر مجموعه در گام اول الگوريتم چون تعداد لايه

≤از نقاط،  𝑀است ) 1 ≥  بديهي است. 𝑝1,𝑗( لذا وجود نقطه  1

مفروض  ∆𝐴𝐵𝐶، مثلث 𝐿𝑗ي در گام سوم الگوريتم بر روي لايه .1لم

قابل رويت نباشد نقاطي جهت ايجاد   𝐴از طريق رأس   𝐶است اگر رأس 

 وجود دارد. 𝐿𝑗+1ي زنجیره مقعر از لايه

قابل رويت نباشد به اين معني است  𝐴از رأس  𝐶اگر رأس  اثبات.

واقع شده است. از بین اين نقاط  ∆𝐴𝐵𝐶در  𝐿𝑗+1ي که نقاطي از لايه

است را پیدا کرده  𝐴اي که داراي کمترين زاويه قطبي نسبت به رأس نقطه

گرد است و لذا بر روي چپ 𝐴𝑄𝐶نامیم. بديهي است که مي 𝑄و آن را 

زنجیره مقعر قرار خواهد گرفت از اين رو وجود زنجیره مقعر قابل اثبات 

 بود.خواهد 

ي و وقوع اولین تقاطع با لايه 𝐿𝑗ي با شروع الگوريتم بر روي لايه

𝐿𝑗+1 گرد را و ايجاد زنجیره مقعر، اولین نقطه در جهت پادساعت𝑄1  و

در مرحله دوم  𝐿𝑗ي )با ملاقات آخرين نقطه روي لايه 𝑄𝑛آخرين نقطه را 

متصل باشد به  𝑄1به  𝐿𝑗+1ي از طريق لايه 𝑄𝑛نامیم. اگر الگوريتم( مي

اند )تمامي نقاط در به پايان رسیده 𝐿𝑗+1ي اين معني است که نقاط لايه

 𝐿𝑗+2ي اند( و لذا الگوريتم را بايد از لايهايجاد زنجیره مقعر استفاده شده

 𝐿𝑗+1ي مانده بر روي لايهاينصورت از بین نقاط باقي ریدر غادامه دهیم 

را  𝐿𝑗ي قطبي نسبت به آخرين نقطه بر روي لايه نقطه با کمترين زاويه

از اين نقطه )آخرين نقطه  vنامیم. بديهي است که مي vپیدا کرده و آن را 

 باشد.( قابل رويت مي𝐿𝑗ي بر روي لايه
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بندي مجموعه مثلثهاي پیشنهادي شبهتحلیل الگوریتم .5

 نقاط

[ و 13بوده]  𝑂(𝑛𝑙𝑜𝑔𝑛)ايجاد گراف قابل ديد داراي مرتبه زماني 

[. 14باشد]مي 𝑂(𝑛𝑙𝑜𝑔𝑛)اي هاي محدب لايهمرتبه زماني ايجاد پوسته

-هاي پیشنهادي جهت ايجاد پارهبا اجراي هر کدام از الگوريتم 4در بخش 

خط واصل بین دو نقطه، موضوع قابل رويت بودن دو نقطه بايد بررسي 

است. با  𝑂(𝑛𝑙𝑜𝑔𝑛)ه زماني آن شود که با ايجاد گراف قابل ديد مرتب

ها مثلثبندي براي ايجاد کل شبهمثلثتوجه به مسطح بودن گراف شبه

شود، لذا در مجموع مرتبه زماني اين زمان صرف مي  𝑂(𝑛)حداکثر 

 باشد.مي 𝑂(𝑛𝑙𝑜𝑔𝑛)ها الگوريتم

 گیرينتیجه .6

نقاط بندي مجموعه مثلثي جهت شبهجديد يهاروشدر اين مقاله 

𝑆 اي بود که ابتدا براي مجموعه در صفحه مطرح شد. روند کار به گونه

اي ايجاد شده و سپس با اعمال هاي محدب لايهدر صفحه پوسته 𝑆نقاط 

-ها، شبهبر روي لايه هاآندر مواردي ترکیبي از آن و يا  هاروشيکي از 

-مثلثشبهها نشان داد که دو روش از گرديد. بررسيبندي انجام مثلث

هاي تولید بنديهاي انجام شده کمینه بوده، به اين معني که تعداد شبه مثلث

𝑛شده  − مورد نیاز در آن کمترين مقدار  يهااليشبه مثلث و تعداد  2

2𝑛ممکن يعني  − در اين مقاله الگوريتمي جديد همچنین  .باشدمي 3

بندي شده از مثلثشبهبراي ايجاد يك چندضلعي ساده حلزوني شکل 

با استفاده از اين الگوريتم  کهدر صفحه ارائه شد.  𝑆مجموعه نقاط تصادفي 

ترين لايه با ايجاد ترين لايه محدب تا درونيپیشنهادي به ترتیب از بیروني

بندي شده ايجاد مثلثدرپي، چندضلعي حلزوني شبههاي پيمثلثشبه

ه نقاط تصادفي داراي هاي ساده از روي مجموعايجاد چندضلعي .گرديد

هاي ابتکاري در مسائلي چون موزه کاربردهايي نظیر بررسي الگوريتم

هايي براي تولید چندضلعي بسیار در اين باشند و لذا الگوريتمهنري مي

 کار مؤثرند.
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