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  چكيده

 N گـره را روي    Nدراين مقاله در نظر داريم تا يك درخت با 

اين تعبيه بايـد   مرأس تعبيه كني nيك چند ضلعي با اخل نقطه د
. هاي درخت حاصل حداقل شـود اي باشد كه تعداد خمه گونهب

ي اصلي الگوريتم جديـد مـدل كـردن مسـئله بـه صـورت       ايده
  هــايهــا واســتفاده از الگــوريتمدهــي گــرافي تطبيــقمســئله

ي ي فاصـله دهي گراف است كه منجر به بررسي مسـئله تطبيق 
به كار سپس با   مسير با حداقل  تعداد لينك مي شود، پيوندي و

ي مناسـب و  بردن مفهوم تصحيح خطا ويافتن يك تـابع هزينـه  
بـا   هـا  را دهي گـراف ها، تطبيقي گرافاستفاده از روش تجزيه

دهـيم  حداقل هزينه براي به حداقل رساندن تعداد خم انجام مي
  .استO(N2n+N4)  داراي پيچيدگي محاسباتي الگوريتم و
  

درخـت در مجموعـه    ي ي هندسـي، تعبيـه  تعبيـه  :كليدواژگان
 .دهي گرافنقاط، به حداقل رساندن خم، تطبيق

 
  مقدمه -1

اي از نقاط و ي يك ساختار بر روي مجموعهي تعبيهمحاسبه
 كه آيا يك ساختاري اينگيري دربارهي  تصميمهمچنين مسئله

تواند در مجموعه نقاط در روي يك صفحه  تعبيه شود به مي
  ي خاص را داشته باشد موضوع هاطوري كه برخي ويژگي

 

 
  )akram_sepehri@yahoo.com ai( دار مكاتبات نويسنده عهده ▪

1. Graph drawing 
2. Directed acyclic graph 

 2هـااز جملـه ترسـيم گـراف    بحث دربسياري زمينـه  مورد
 درارد محـدود اسـت و  نتايج به دست آمده در اين مواست كه 

مسـئله ي   ]6[در. ليستي از مقالات ديده مي شـود ] 13،12،9،2[
ــهمحاســبه ي صــعودي مســتقيم الخــط از  يــك گــراف   ي تعبي

بررسـي شـده    Sي  در مجموعـه نقطـه   G 3غيردوري جهت دار
ي مستقيم الخط گراف در مجموعه نقـاط،  ي تعبيهلهئمس.  است

ديـدگاه محاسـباتي بررسـي    هم از ديدگاه الگوريتميك وهـم از  
تقيم مس ـ  ياثبات شده است كه يـك تعبيـه   ]11[در. شده است

الخط از يك گراف درهر مجموعه از نقاط وجود دارداگر و تنها 
از ديــدگاه . باشــد  outer-planar اگــر آن گــراف، يــك گــراف

ــان   ــوريتم زمــ ــك الگــ ــك يــ   در Nlog3N) (Oالگوريتميــ
  هـــاي گـــراف ي مســتقيم الخـــط بــراي ســـاخت تعبيـــه  ]4[
  Outer-planarها در مجموعه نقاط ارائه شـده اسـت  و درخت .

ي مستقيم الخـط  كه يك تعبيهي اينگيري دربارهي تصميملهئمس
از يك گراف مسطح در يك مجموعـه نقطـه وجـود دارد يـك     

ساختار مورد نظر ما درخت اسـت،   .]7[كامل است NPي لهئمس
زاد در يــك چنــد ي يــك درخــت آتعبيــه يلهئپيچيــدگي مســ

ي لهئمس ]5[در .اثبات شده است ]3[كامل است ودر NPضلعي،
ي درخت مورد بررسي قرار گرفتـه اسـت يـك درخـت و     تعبيه

ي له هسـتند وتعبيـه  ئيك مجموعه نقطه بـه عنـوان ورودي مس ـ  
مســتقيم الخطــي از درخــت در ايــن مجموعــه نقــاط در زمــان 

(NlogN) O ي درخت ي تعبيهاين الگوريتم برا. ارائه شده است
ي مسـئله  ]1[در . كندهايي ازپوش محدب استفاده مياز قسمت

ي دو قسمتي درخت در  يـك مجموعـه نقطـه كـه بـه دو      تعبيه
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دراين مقاله در نظر . رنگ  آبي و قرمز هستند بررسي شده است
نقطـه درون يـك    Nگره را روي    Nداريم تا يك درخت با 

اي ين تعبيه بايـد بـه گونـه   رأس تعبيه كنيم ا nچند ضلعي با 
هاي درخت حاصل حداقل شود و نيـازي  باشد كه تعداد خم

له  مطرح شده در ايـن  ئمس. نيست كه اين تعبيه مسطح باشد
جديـد اسـت  و تحقيقـات كمـي روي آن انجـام       امقاله نسبت

ي ترســيم گــراف روي لهئايــن مســئله  بــا مســ. شــده اســت
شـود  يم مـرتبط مـي  ي نقاط با داشتن قسمتي از ترسمجموعه
اي حد بـالاو حـد   در چنين تعبيه.  بيان شده است [8]كه در 

در اين . پايين براي تعداد خم  دريال درخت ارائه شده است
دهـي  ي  تطبيـق مقاله يك الگوريتم جديـد مبتنـي بـر مسـئله    

ي نقـاط  ي درخت در مجموعـه ي تعبيهها براي  مسئلهگراف
در اين روش با اعمال يك . مي دهيمداخل چند ضلعي ارائه 

ارائـه شـده اسـت بـر روي تمـام نقـاط        ]14[الگوريتم كه در
داخل چند ضلعي با پيدا كردن فاصله ي پيونـدي بـين نقـاط    

دار بـه  ودر نتيجه تعداد خم  بين نقاط، يك گراف كامل  وزن
ي تعـداد خـم   دهندهعنوان گراف مرجع داريم كه وزن  نشان

بـراي   ]10[ي مطرح شده در يدهسپس با به كار بردن ا. است
كنـيم و  هـا اسـتفاده مـي   ي گـراف دهي از روش تجزيهتطبيق
هـاي  تجزيـه   ها را در سطح زير گـراف دهي بين گرافتطبيق

  .دهيمشده انجام مي
برخي تعاريف كه براي الگوريتم پيشـنهادي لازم   2در بخش
بـه شـرح  الگـوريتم وبيـان روش      3در بخش . شوداست بيان مي

آنـاليز پيچيـدگي    4پـردازيم دربخـش   زيه و ذكر يك مثال مـي تج
نتايج آزمـايش   5محاسباتي الگوريتم بررسي مي شود و در بخش 

  .شودمينتيجه گيري ارائه  6ست و در بخش ارائه شده ا
  

  تعاريف  -2
ي مطرح شده نيازمند درك مفاهيم اوليـه در مسـائل   حل مسئله 

ي پيونـدي و  ئله ي فاصلهمسيرهاي با حداقل تعداد لينك و مس
تـرين  سـت بنـابراين  بـه مهـم    ا هادهي گرافي تطبيقنيز مسئله

   .شودمفاهيم در اين بخش اشاره مي
 Vها است كه  تركيبي از رئوس و يال G = (V,E)يك گراف  •

هـا در   ي يـال  مجموعـه  E⊂V×Vي رئوس است و  مجموعه
بـه هـم    e∈Eبا يك يال  u, v∈Vاگر دو رأس . گراف است

. مجاور يا همسـايه هسـتند   U,Vگوييم  متصل شده باشند مي
گرافي كه هر دو رأس مجزاي آن مجاور باشند گراف كامـل  

  .شودناميده مي

اي از رئوس است كه از هر يك مسيردر يك گراف دنباله •
 .دارد يك ازرئوسش يك يال به رأس بعدي در دنباله وجود

  .ن يكي استيك دور مسيري است كه رأس ابتدا و انتهاي آ •
يك درخت گرافي است كه هـر دو رأس آن دقيقـا بـا يـك      •

بـه عبـارت ديگـر يـك     . مسير به يكديگر متصل شده باشـد 
  .است كه دوري نداردهمبندي گراف  ،درخت

ــاده  • ــلعي س ــه اي از   Pچندض ــفحه دنبال ــه nدر ص  ينقط
v1,v2,…vn. يوسيلهمي شوند و به  است كه رئوس ناميدهn 

شـوند  يال ناميـده مـي    كه1v1v2,v3v4,…vn-1vn,vnvپاره خط 
  .شود وهيچ دو يال متوالي اشتراك ندارندمشخص مي

يك مجموعه  Sگره و  Nيك گراف مسطح با  G=(V,E) اگر •
ي گراف روي مجموعه نقطه در يك صفحه باشد  تعبيه Nبا 

شود يك ترسيم مسـطح از  نشان داده مي Γ(G,S( نقاط كه با
G   روي نقاطS ره گراف است كه هر گG   ي به يـك نقطـه

ها ممكن اسـت خـط مسـتقيم،    يال. نگاشت شود  Sمجزاي 
  .منحني يا چندخطي باشد

شامل ارتباط  Gt=(Vt,Et)و  Gm=(Vm,Em)دهي دو گراف تطبيق •
و   Emهـاي    ي يال و مجموعه Vtو  Vmي رئوس  بين مجموعه

Et ي دو گــراف  دهــي گــراف بــا ارائــه   در تطبيــق. اســت
Gm=(Vm,Em)  وGt=(Vt,Et)      مسأله پيـدا كـردن  يـك نگاشـت

F:Vt→Vm  كه است، به طوري(u,v)∈Et    باشد اگر و تنهـا اگـر
(f(u),f(v))∈EM  باشد واگر اينf مـي  گاهوجود داشته باشد آن -

  .همريخت است Gmبا  Gtگوئيم 
-حداقل تعداد پاره خط yوxيي پيوندي بين دو نقطهفاصله •

درون چندضـلعي   yوxي هاي مستقيم در مسير متصل كننده
مسـير بـا    .دهنـد نشـان مـي     dl(x,y)اين فاصله را بـا . است

  dl(x,y)دقيقـا  yوP ∈  xي حداقل تعداد لينك بين دو نقطـه 
 .يال دارد

  
  شرح الگوريتم-3

مـا   .بـه صـورت زيـر اسـت     يي اصلي الگـوريتم پيشـنهاد  ايده
ارائه  پيوندي بين هر زوج از نقاط را با اعمال الگوريتم يفاصله

ي زوج نقـاط درون چندضـلعي سـاده    روي همـه  ]14[شده در 
نقطـه   Nدار روي سپس ما يك گـراف كامـل وزن    .كنيمپيدا مي

الگـوريتم  . اسـت  dl(u,v)، (u,v)كه وزن يال سازيم به طوريمي
پيش پردازش  n)  (Oچندضلعي را در زمان  ،]14[ارائه شده در 

فاصـله پيونـدي    هـاي جسـتجو بـه   log n)(Oمي كند ودر زمان 
دهي درخت و گراف سپس ما حداقل وزن تطبيق. دهدپاسخ مي
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دهـي  ي تطبيقي ما به مسئلهبنابراين مسئله. كنيمكامل را پيدا مي
دهـي مـا از   بـراي تطبيـق  . شـود دار تبـديل مـي  هـاي وزن گراف

 ]10[در  .كنيمبا اعمال برخي تغييرات استفاده مي ]10[الگوريتم 
ها ارائه شـده اسـت كـه بـه     م براي همريختي گرافيك الگوريت

گـراف ورودي و   ،در اين الگوريتم. دهيمطور خلاصه شرح مي
-گـراف . شودبندي ميتر تقسيمكوچك هايمرجع به زير گراف

هـا و  هايي به شكل ستاره هستند يعني زيرگرافهاي پايه گراف
س سپس يك مـاتري . سازندهايش يك گراف پايه را مي همسايه

 شـود كـه  ي ورودي ساخته مـي هاي پايهبين گراف Dفاصله ي 
Dij ي بـين  فاصله يدهندهننشاi–    ي گـراف  امـين گـراف پايـه

امــين گــراف پايــه در گــراف مرجــع اســت و بــه  –jورودي و 
   .شودصورت زير محاسبه مي

 

Distance (U,V) = Wns*dist(ni, vj) + min(wbi, wbd)*abs 
(k - p)  
+ min(wni, wnd)*abs(k - p) 
+ dist (b's,e's) . 

  

 vj و niي بين برچسب هاي گـره  فاصله dist(ni, vj)كه 
ي هـر  ريشـه  هاي متصل شـده بـه گـره   تعداديال kو  p.است

حـداقل   dist (b's,e's)يابـد و گراف پايه است كه تطبيـق مـي  
  wns.هـا اسـت  ي يـال وزن گراف دوقسمتي متناظر بـا فاصـله  

 ي اضـافه هزينـه  wni هاي گـره و برچسب جايگزيني يهزينه

ي بعد از محاسـبه . ي حذف يال استهزينه wbdكردن گره و 
دار كـه معـادل بـا    ماتريس فاصله، يك گراف دوقسـمتي وزن 

ي گراف هاي پايهگراف. شودماتريس فاصله است ساخته مي
ي گـراف مرجـع بخـش    هاي پايهورودي يك بخش و گراف
دهنـد و حـداقل وزن   شـكيل مـي  ديگر گراف دوقسـمتي را ت 

گراف دوقسمتي را كه معـادل بـا مـاتريس فاصـله اسـت بـه       
هاي ورودي و مرجع در نظر دهي گرافي تطبيقعنوان هزينه

ي حـداقل وزن  هاي زيادي براي محاسـبه الگوريتم. گيريممي
 ]15[تـوان بـه   دار وجـود دارد كـه مـي   گراف دوقسمتي وزن

 .اشاره كرد
  

  

 ]10[ه از تجزيمثالي :  1شكل

  ]10[تجزيه ي گراف  3-1 
 هـا ايـن اسـت كـه سـاختار     ي گرافي اصلي براي  تجزيهايده

تـر اسـت ودر   دهـي آسـان  تر گراف براي فرآيند تطبيـق كوچك
هـاي حاصـل از   گراف .شودنتيجه منجر به پيچيدگي كمتري مي

در فر آيند تجزيـه درهـر گـراف     .هاي پايه هستندگراف تجزيه،
به اين صـورت  . گيردها، زير ساختارهايي شكل ميگره به تعداد

سطحي است كـه شـامل يـك     كه هرزيرگراف، يك درخت يك
 .اسـت  هايي است كه به اين گره متصل شده گره يگره و همه

مجاور تشـكيل يـك    هاييعني هرگره وارتباطات آن گره با گره
اي يك هدهد و اين تجزيه را براي تمام گرهزيرگراف پايه را مي

مثالي از تجزيه نشان داده شده  1در شكل  .دهيمگراف انجام مي
در هر مرحله از تجزيـه يـك گـره از روي گـراف اوليـه      . است

انتخاب شده است تا گره ريشه باشد و گـراف پايـه مطـابق بـا     
 .ساختار اصلي گراف اوليه كامل مي شود

بـريم و فرآينـد   را بـه كـار مـي    ]10[ي اصـلي در  ما ايـده 
هـا  ي گـراف دهي را با يك سري تغييرات، مبتني برتجزيهبيقتط

ما ماتريس فاصـله را بـا درنظرگـرفتن بـالاترين     . دهيمانجام مي
.  كنـيم هـا بـا بيشـترين درجـه پـر مـي      اولويت براي زيردرخـت 

ي گراف هـاي  برچسب سطر ها در ماتريس فاصله نشان دهنده
ي گـراف  ي گراف ورودي وبرچسب ستون ها نشان دهنـده پايه

با توجه به ايـن نكتـه كـه وزن      .ي گراف مرجع استهاي پايه
هـا در درخـت   ي تعداد خـم اسـت وزن يـال   دهندهها نشانيال

ي بين دو زير درخـت  فاصله يبراي محاسبه. ورودي صفراست
هـاي زيردرخـت   حداقل اختلاف بين يال  در هر سطر ماتريس،

دهـي در  تطبيـق  يورودي و زير درخت مرجع به عنوان هزينـه 
هـا بـا بـالاترين درجـه     اگر تعداد زيردرخت. شودنظر گرفته مي

هـا شـروع   بيشتر از يكي بود به صورت تصـادفي از يكـي از آن  
دهيم و به سطر انتخابي بعـدي  دهي را انجام ميتطبيق كنيم ومي

به دست آمـده در هرسـطر   رويم و از نتايج با بالاترين درجه مي
كنيم براي پركردن ماتريس فاصله در سطرهاي بعدي استفاده مي

 ،ي يكسـان هـا بـا درجـه   و در ساير موارد اگر تعداد زير درخت
-حداقل وزن گراف دو قسمتي به عنوان هزينهبيشتر از يك بود 

و مرجع در نظـر گرفتـه    ورودي يهاي پايهدهي گرافي تطبيق
ي گـراف ورودي  يكي گراف پايه( گراف پايههر زوج . شودمي

كـه وزن يـال متصـل    )  ي گـراف مرجـع  و ديگري گراف پايـه 
 ي حداقل وزن گراف دوقسمتي به كـار ها در محاسبهي آنكننده

ي ي زيردرخـت پايـه  يعنـي ريشـه   يابـد، تطبيـق مـي  رفته است 
يابـد  ي مرجـع تطبيـق مـي   ي زيردرخـت پايـه  ورودي با ريشـه 
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ون مربوط به آن را از ماتريس فاصـله حـذف   وسپس سطر وست
ما از اين نتايج براي  تكميل كردن مـاتريس فاصـله در   . كنيممي

يعني بايـد در تخمـين هزينـه     ،كنيمسطر هاي بعدي استفاده مي
وزن ارتباط گـره  ، براي هر يك از  فرزندان زير درخت ورودي

گرفتـه  فرزند با گره مرجعي كه پدر با آن تطبيـق يافتـه در نظـر    
هـايي را  كـه در   شود و بايد به اين نكتـه توجـه كنـيم كـه يـال     

توان براي تخمين شوند نميي هر سطر استفاده ميتخمين هزينه
هزينه در سطر هاي بعدي به كار برد و اين پروسيژر را تا تطبيق 

  .دهيمهاي درخت ادامه مييافتن تمام گره
  بررسي الگوريتم با يك مثال -3-2

بخش الگوريتم پيشنهادي را با يك مثال بررسـي مـي    ما در اين
  .كنيم

نقطـه درون   7گره  را روي  7با  Tدر نظر داريم تا درخت 
درخت، جندضلعي و مجموعـه   .يك چندضلعي ساده  تعبيه كنيم

  .نشان داده شده است 3و2نقاط در شكل 

روي نقـاط درون   ]14[با اجـراي الگـوريتم   : ي يكمرحله 
 ي پيوندي بـين هـر زوج از نقـاط،   ا كردن فاصلهچند ضلعي و پيد
 .شودحاصل مي 4دار مانند شكلگراف كامل وزن

  

  
  درخت ورودي: 2شكل

  
  ورودي مجموعه نقاط و چندضلعي: 3شكل

  

  
لگوريتم بر روي نقاط  دار حاصل از اعمال اگراف وزن: 4شكل

 درون چندضلعي

ه ي گراف شرح دادبا اعمال روش تجزيه: ي دومرحله
بر روي گراف مرجع و درخت ورودي،  3-1شده در بخش 

   .به دست آمده است  6و 5نتايج به صورت شكل
در اين مرحله ماتريس فاصله بين : ي سه و چهارمرحله

ي شود كه معادل با فاصلهگراف ورودي و مرجع ساخته  مي
هاي پايه ورودي و مرجع است و در هر مرحله بين گراف

 .دهيمم ميدهي را انجاتطبيق

  

 

 ي  گراف مرجعزير درخت هاي حا صل ازتجزيه: 5شكل

  

  ي درخت وروديزيردرخت ها ي حاصل از تجزيه: 6شكل 
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  ماتريس فاصله: 1جدول 

 
  

كنيد مـاتريس فاصـله  تكميـل    طوركه ملاحظه ميهمان
ــي ــقم ــي شــود  و تطبي ــداد  .شــوددهــي انجــام م چــون  تع

از يكي اسـت گـراف دو    ي يك، بيشترها با درجهزيردرخت
 . تشكيل شده است 7مطابق شكل  قسمتي

دهي به صورت با  اعمال الگوريتم پيشنهادي نتايج تطبيق 
برابـر   8زير به دست آمده است و تعداد خم، مطـابق بـا شـكل    

 .صفر است كه جواب بهينه است

b →  6    a →1    →2    g→3    c→4    d→5    e→7 
 

 
 ي يكهاي پايه با درجهتي براي زيردرختگراف دوقسم :7شكل 

 
 
  آناليز پيچيدگي محاسباتي الگوريتم پيشنهادي -4

كامل - NPي ي درخت در يك چندضلعي مسئلهي تعبيهمسئله
در اين بخش به بررسي پيچيدگي محاسباتي الگوريتم . است

 Nگره و   Nفرض كنيد كه يك درخت با . پردازيمپيشنهادي مي
رأس داريم، اولين مرحله در  nچندضلعي با  نقطه درون  يك

الگوريتم اين است كه بايد تعداد خم بين هر نقطه درون 
 چندضلعي را با ساير نقاط محاسبه كنيم كه با اعمال الگوريتم

  .دارد O (Nn +N2 log n)اين  مرحله پيچيدگي  محاسباتي] 14[

  
  ي  حاصل از الگوريتم با صفر خمنتيجه: 8شكل 
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ي درخت ورودي و گراف مرجع است كه مرحله، تجزيهدومين 
سـوم   يمرحلـه . اسـت  O(N2)مرحلـه   پيچيدگي محاسباتي اين

دارو تكميل ماتريس  فاصـله و سـاخت گـراف دوقسـمتي وزن    
 O(N4)دهي است كه اين مرحلـه داراي پيچيـدگي   انجام تطبيق

پـــس كـــل الگـــوريتم داراي پيچيـــدگي محاســـباتي . اســـت
(N2n+N4)O است. 

  
 ي آزمايش نتيجه-5

هـاي ورودي بـا   در اين بخش الگوريتم پيشنهاد شده با درخـت 
. تعداد گره هاي متفاوت و انواع چندضلعي آزمايش شده اسـت 

با بيشترين درجـه   هابا توجه به اين كه در الگوريتم، زير درخت
دهد كه افـزايش  اولويت بالاتري دارد نتايج آزمايشات نشان مي

حتمال به دست آوردن جواب بهينه را كاهش ي درخت  ااندازه
ها  با بيشتربن درجه دهد و در  مواردي كه تعداد زيردرختنمي

در درخـت ورودي يكتـا باشـد الگــوريتم بسـيار مـؤثر بــوده و      
كند و با توجه بـه  هاي بهينه و يا نزديك به بهينه ارائه ميجواب
عـداد  تصادفي يك زير درخت با بيشترين درجه  اگـر ت  انتخاب

ها با بيشتربن درجه يكتا نباشد احتمال يافتن جـواب  زيردرخت
شـود و در برخـي مـوارد تعـداد     بهينه  در اولين انتخاب كم مي

بيشتر از تعداد خم بهينه است، اما با توجه به اين نكته كـه   ،خم
گيـرد و  الگوريتم در هر مرحله روابط همسايگي را در نظر مـي 

ترين تعداد خم بـراي هـر زيـر    اكمها بسعي در انتخاب همسايه
درخت دارد ميانگين تعداد خم در هر يال كـم اسـت و جـواب    

، 9نتايج آزمايشـات در شـكل هـاي    . ارائه شده قابل قبول است
 .آمده است 11و 10

   نتيجه -6
گـره   N با Tدر اين مقاله يك الگوريتم براي تعبيه ي درخت   

با حداقل تعـداد   رأس  nنقطه درون چندضلعي ساده با  Nروي 
ي اصـلي الگـوريتم جديـد، مـدل     ايده. خم  پيشنهاد شده است
دهي گـراف اسـت كـه منجـر بـه      ي تطبيقكردن مسئله به مسئله

ي فاصله پيوندي ومسير بـا حـداقل تعـداد لينـك     بررسي مسئله
هـاي اخيـر در   الگوريتم ما براي حل مسـئله از تكنيـك  . شودمي

دهـي گـراف اسـتفاده    له تطبيـق و مسئ ي پيونديفاصلهي مسئله
الگوريتم با در نظر گرفتن روابط همسايگي بين رئـوس  . كندمي

درخت و استفاده از مفهوم تصحيح خطا و پيدا كردن يك تـابع  
ي مطرح شده ارائه ي مناسب يك را حل مؤثر براي مسئلههزينه
هاي بهينه يا نزديك بـه  الگوريتم در بيشتر موارد جواب.  كندمي
 O(N2n+N4)كنـد وداراي پيچيـدگي محاسـباتي    ه ارائه مـي بهين

  . است
 

 
 

ي كه زير درخت با  يهاي اجراي الگوريتم بر روي درختنتيجه: 9شكل 
  .ي آنها يكتا استبيشترين درجه

  
  .ها يكتا نيست ي آنهايي كه زيردرخت با  بيشترين درجهي اجراي الگوريتم بر روي درختنتيجه: 10شكل 
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 .ها با بيشترين درجه در هر درختنمايش تعداد زيردرخت: 11شكل
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